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GROUPES DU PING-PONG
ET GEODESIQUES FERMEES EN COURBURE -1

par F. DAL’BO et M. PEIGNE

INTRODUCTION

Munissons la boule unité ouverte B? de la métrique de Poincaré
% et choisissons N isométries aq,---ay de BY satisfaisant les
conditions suivantes :

1. Le groupe I engendré par o, - - - oy contient des transformations

paraboliques.
2. Il existe 2N demi-boules fermées euclidiennes

BaysByot, s Bay, By

dans B¢, orthogonales 4 S*~1, deux & deux tangentes ou disjointes et telles
que pour tout 1 < ¢ < N on ait

ai(IBai) = ]Bd —Bafl.

La condition 1 entraine que les boules BauBal—l"",BamBa;l ne sont
pas toutes deux a deux disjointes. De la condition 2 et du lemme du Ping-
Pong de Klein [9] on déduit que I' est discret, libre et géométriquement
fini; nous dirons que I' est un groupe du Ping-Pong. La présence de
transformations paraboliques dans I' revient & supposer que l’ensemble

Mots-clés : Isométrie parabolique — Point cuspidal — Opérateur de transfert — Théoreme
du renouvellement harmonique.
Classification math. : 53C22 — 60K05.
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des géodésiques fermées de la variété M = B¢/T n’est pas inclus dans un
compact. Le groupe I' étant géométriquement fini, le nombre de géodésiques
primitives fermées de M de longueur inférieure & a est fini. Notons dy la
distance hyperbolique sur B? et § ’exposant critique de la série de Poincaré

3 e~ (070) a550ciée & T'; nous démontrons le
vyerl

THEOREME A. — Le nombre de géodésiques primitives orientées et
ad

P \ . . €
fermées de M dont la longueur est inférieure a a est équivalent & 3 quand
a
a tend vers +o00.

De nombreux résultats dans ce sens ont déja été publiés; citons par
exemple [5], [10], [13], [15]. Si d = 2, le théoréme A est une conséquence
d’un résultat de L. Guillopé sur les surfaces géométriquement finies de
courbure —1 ([6]). En revanche, lorsque d > 2, ce résultat est nouveau
et généralise celui de S. Lalley [12] établi pour les groupes I' purement
loxodromiques; la méthode qu’il utilise pour établir ce théoreme consiste a
traduire le probléme géométrique initial en un probléme de dénombrement
d’orbites périodiques pour un flot spécial sur un sous-décalage de type fini,
puis & relier ce probléme de dénombrement & la théorie du renouvellement
pour une marche de Markov transiente sur R. Deux propriétés essentielles
permettent dans ce contexte d’appliquer la théorie des opérateurs de
transfert de Ruelle : le caractere dilatant du décalage assuré par ’absence
de transformation parabolique dans le groupe et la régularité hoéldérienne
de la fonction plafond définissant le flot spécial. Nous adaptons ici cette
méthode pour démontrer le théoréme A; la présence de transformations
paraboliques dans I' nous améne pour coder les géodésiques de M a
introduire un alphabet infini et donc & sortir du cadre du formalisme
thermodynamique de Ruelle. Pour pallier a cette difficulté, nous utilisons
fortement la géométrie du probléme en nous appuyant sur une étude précise
de la dynamique des éléments de I'.

Nous remercions Y. Guivarc’h pour nous avoir souligné [lintérét
d’établir asymptotique du mombre de géodésiques fermées en présence
de transformations paraboliques dans le groupe I'. Nous avons également
bénéficié d’une lecture détaillée de notre premiére rédaction par M. Babillot
et des remarques de E. Le Page; nous les remercions tous les deuz.
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I. TRANSFORMATIONS PARABOLIQUES
DE I ET A-DEVELOPPEMENT.

Fixons un entier N > 2 et choisissons N isométries orientées

ai,- -, ay de B? satisfaisant les conditions 1 et 2 citées dans I’introduction.
NOTATIONS. — Pour tout 1 < i < N, on note B,, la trace de B,,
sur S%°1, S, le bord de B, et I'on pose A = {af!,--- o).
On note A I’ensemble limite de T', D I’ensemble B¢ — |J (B, — B,)
a€A

et OA = A N D I’ensemble des points limites cuspidaux [15].

L’ensemble D est un domaine fondamental pour I’action du groupe I'
engendré par A. Nous supposons désormais que l’origine 0 appartient & D;
ainsi, pour toute suite aj,---,a; d’éléments de A tels que a;11 # afl on
aa;---aq0)eB a7t On déduit de cette propriété que A est un systéme
libre de générateurs de I'.

I.a. Transformations paraboliques de I
et points limites cuspidaux.

L’ensemble A formant un systéme libre de générateurs de I', & tout
élément ~y de I on associe de fagon unique une suite finie w4 () = a1, -, a
de A définie par ajag---a; =y et a;41 # ai_1 pour tout 1 <i<1[—1.

NOTATION. — On note P ’ensemble des éléments p paraboliques et
primitifs (i.e. p # ™ pour tout vy € I' — {Id} et pour tout n > 1) de I tels
que

wa(p) =a1,---,0; avec l > 2, a; %alﬂ et aip1 #af pour1<i<l—1.

Nous avons le

LEMME I.1. — Si = est une transformation parabolique primitive
de T, elle est conjuguée & un élément de AU P.

Démonstration. — Supposons que < ne soit pas conjugué & un
élément de A; ainsi wa(y) = a1,---,a; avec | > 2. S’il existe 1 < i < |
tel que a; = a;4+1, on peut, quitte & conjuguer ~, supposer que a; = as et



758 F. DAL’BO & M. PEIGNE

a # aF!. Soit ., le point fixe de y; ona z, = lim 4"(0) = lim 4~ "(0)
n-—+00 n—+00
d'ou z, € §,-1NS,,. En appliquant le méme raisonnement a al_lval et en
1
utilisant I’égalité a; = ag, on obtient al_l(zv) € Se, ﬂSal_l. Par conséquent,

Ty € Sq, N Sal—l N Sq, ce qui est impossible car a; # afl. a

L’ensemble limite de I' contient les points fixes de tous les éléments
de T'; comme I' contient des transformations paraboliques, on a OA # 0
d’apres le lemme précédent.

LEMME 1.2. — Siz € A il existe exactement deux transformations
paraboliques (y et y~!) de AU P fixant z. De plus si wa(y) = a1, -+,
(avecl > 1 et a; # aitl) alors x € Sal-l N Sg,-

Démonstration. — Ce lemme découle de I’étude des points cuspidaux
d’un groupe discret ([17] théoréme 12.3.4) et du fait que A forme un systéme
libre de générateurs de I'. O

COROLLAIRE 1.3. — L’ensemble P est non vide si et seulement si il
existe a; et a; dans A, a; # afl, tels que Sa1-1 NSa, NA#D.

I.b. A-développement des points de A°.

NOTATION. — On note A° I'ensemble A privé des orbites sous I' des
points fixes des éléments de AU P.

L’ensemble A formant un systéme libre de générateurs de I', nous
avons la

PROPOSITION 1.4. — Soit z € A°. Il existe une unique suite (a;)i>1
de A, notée w4(x) et appelée A — développement de x telle que

(i) la suite (a1 ---an(0))n>1 converge vers x en distance euclidienne;

(ii) ai+1 # a;! pour tout i > 1.

NOTATION. — On note Zj Pensemble {(a;);>1 : a; € A,a;41 #
-1
a; }.

La proposition précédente établit une injection w4 de A® dans E;; wA
n’est pas surjective car A° ne contient pas les points fixes des éléments de
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AUP. Munissons X7 de la métrique D définie par V(a;)i>1, ¥(ci)i>1 € T4
1
D((ai)i>1, (ci)i>1) = N ave N =inf{n > 1:a, # c,}. L’application w4

de A° muni de la distance euclidienne sur (w4(A°), D) est bicontinue d’ott
le

LEMME 1.5. — Soient x € OA et v I'un des deux éléments de AUP
fixant x. Posons wA(y) = ai,--+,a;. Si (Tn)n>1 est une suite de A°N Ba;‘
convergeant vers & alors la suite (w(z,))n>1 converge vers la suite w de
période a4, - - - a.

Démonstration. — Posons w4(z,) = (ani)i>1 avec a,1 = a; pour
tout n > 1. Raisonnons par ’absurde et supposons que la suite (w4 (Zr))n>1
ne converge pas vers w; il existe donc un entier k¥ > 2 et une sous-suite
(Tn,)p>1 tels que an,; = a; pour tout 1 < 4 < k et an,x # ax. La
suite (apl, - a]'Tn,)p>1 converge vers y = a;’, ---aj 'z, point fixe de

la transformation ay---aja;---ax—1. Onay € Sa;1 N Saq,_, et pour tout

p > 1 la suite wA(a,:_ll . --al_lxnp) commence par an, # ay; ainsi, pour
. R | .

p assez grand on obtient a,,x = a;_; ce qui est absurde, car a,,(x-1)

= Qk—1. 0

II. CODAGE DES GEODESIQUES FERMEES DE M
LORSQUE P =0

II. a. Codage des points de A° et des géodésiques fermées de M.

NOTATIONS. — On note A* I'ensemble {a"/a € A,n > 1} et ©%.
I’ensemble des suites (a;'*);>1 de A* telles que a;+1 # afl.

Soit x € A°; on note w4~ () la suite (osz” )p>1 construite & partir de
wa(z) = (a;)i>1 de la fagon suivante :
o, =a1 et ng =max{n>1/a; =--- =a,}
Qi, =0n, 41 etny=max{n>1/an, 41 =0n, 42 ="""=0Cn,_,4n}
La suite w4~ () est appelée A* — développement de x.

On obtient ainsi une bijection de A® sur %, . Notons T4« 'application
sur A° induite par le décalage sur X7, et définie par Ty (z) = ay ™z ol

af? est le premier terme de w4« ().
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Soient z un point T4+-périodique de A® et p4«(z) la plus petite

puissance strictement positive de T4« fixant z. Si z est T 4--périodique
nP_A* ()

alors w4+ (z) est périodique, de période a7*,a3?,-- -, a, gy » et P’on note
— M1 N2 Tp g ()
wg-(x) = a7, ay 2y gy

Dans ce qui suit, Per 4« (A°) désigne I’ensemble des points T 4~-périodiques
de A°.

Soit v une transformation loxodromique de I'; la projection sur M de
son axe, orienté du point répulsif vers le point attractif, est une géodésique
fermée et orientée de M notée &,. Notons Gy I’ensemble des géodésiques
fermées primitives orientées de M privé des géodésiques &, avec a € A; la
démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur.

LeEMME II.1. — Soit &4+ I'application de Per 4+ (A°) sur Gas qui &
x associe la géodésique {4+ (z) = §a?1_,,a:p ol p = pa(x) et wa«(z) =
a;‘l,agz,---,agp. Cette application est surjective; de plus, si E4x(z1) =
Ear(z2), alors pas(x1) = pa~(z2) et il existe 1 < k < pa~(z1) tel que
Ty = sz* (z1)-

Si v est une transformation loxodromique primitive de I', la lon-
gueur [(&,) de la géodésique &, est donnée par I(§,) = —Logl|vy/'(z,)| =
Log |Y'(z4-1)] (¥) ouz,= lirf ~"(0).

n—-+00

NOTATIONS. — Notons f4- I’ application de A° dans R définie par
Ve € A fa-(z) = —Log|(a7") (a; ™ 2)|

ou a7’ est le premier terme de w 4+ (z) et posons Sp fa« = fa«+ far0T4-+
coo 4 fae o T2Y pour tout n > 1.

—n1

Remarquons que fa-(z) = Log|(a;™)(z)| = Log|T%.(z)| et donc
Spfas(x) = Log |(T%.)'(x)]. On déduit de () que si £ € Gy et & €
Per 4+ (A°) sont tels que & = £4+(x) alors [(§) = Sp . (z) fa~ (2).

COROLLAIRE I1.2. — Pour tout a > 0, le nombre mps(a) de géodési-
+o0 1
ques de Gy de longueur inférieure & a est donné par mpr(a) = > Eﬁ{x €
n=1

Per 4+ (A°)/pa-(z) = n et Spfa-(z) < a}.

Le groupe I' étant géométriquement fini, mps(a) est fini.
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IL.b. Propriétés de T 4.

NOTATIONS. — On note ¥ 4+ I’ensemble des suites bilatéres (a}*);cz
de A* telles que a;4+1 # a,-_1 pour tout i € Z.

Pour tous z_ et © € A® avec wa+(z) = alYap? - et was(z_) =

-1

0% a 7" -+, on notew+(z_, z) la suite bilatére - - - a™ ', ag®, a}*, ah?- - -.

)

Posons A® x 4+ A° = {(z_,z) € A x A°/w(z_,x) € T4+}; pour
tout a® € A* notons (A® x 4+ A®),n (resp. A%.) I'ensemble des points
(x_,x) € A° x 4+ A (resp. z € A°) tels que le premier terme de w4~ (x)
soit a™.

Remarquons que wy+(z_,x) € T 4+ si et seulement si a; # a(fl. Le
lemme qui suit est essentiel pour montrer que T4+ est dilatante et construire
sur A® une mesure de probabilité T 4.-invariante.

LEMME I1.3. — L’ensemble A° x 4~ A° est relativement compact
dans A° x A® privé de la diagonale.

Démonstration. — Supposons que A% x 4+ A9 contienne un couple de
la forme (z, ) ol z € A° et considérons une suite (Y, Zn)n>1 de A% x 4+ A°
convergeant vers (z,z). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
qu'il existe deux éléments a; et ag de A, a; # afl, tels que pour tout n > 1
on ait z, € A) et yn € AJ,. Le point z appartient donc & Sg, N Sa, NA ce
qui est absurde car OA ne contient que les points fixes des transformations
paraboliques de A. O

COROLLAIRE I1.4. — Il existe N €N* tel que inf, (TR ()] > 1;
€

en d’autres termes, I'application T4+ est dilatante sur A°.

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde et considérons un réel
B > 1 et une suite (z,)n>1 de A° tels que |(T%.) (z»)| < B pour tout
n > 1; posons w4« (z,) = (a7 )i>1 et v, = abi' -+ - aPrn. Quitte & extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n» > 1 on a a,; = a; et
Appn = A9.

Si a1 # af' la transformation v, est loxodromique. Notons T,
le point répulsif de v, et posons y, = T}.(zs); on a |z, — T, =

V@) Ia@a)llas, — val- Puisque ay # a3 le couple (23,,ys) ap-
partient & A® x 4+ A? si bien que d’apreés le lemme I1.3 il existe A > 0
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A
tel que pour tout 7 > 1 on ait 2 > |2, — on| > —1/[7,(25,)|- Les axes

des transformations v, se projettent sur M en des géodésiques fermées

dont la longueur est Log |y, (2 )|; comme le nombre mps(a) est fini pour

tout @ > 0 on a nécessairement IiIJrrl I (2,)] = +00 ce qui contredit
n—-+0o

I’inégalité précédente.
Si a; = af! choisissons a € A — {aF'} et posons X1 = ax,; on a
|(T%.)(X»)| < CB avec C = sup |(a™')'(z)|. Le raisonnement précédent
z€A°

s’applique en remplagant z, par X,. O

Le décalage sur ¥ 4+ induit sur A? x 4« A ’application T 4~ définie
par T z-(z_,z) = (a7™z_,a]™2) ou a}* désigne le premier terme de
wax (). La famille ((A® x 4« A%)gn)anea~ forme une partition de A® x 4
A% et laction sur (A® x4+ A%),» correspond & la multiplication par
a~™ de chaque (coordo?née. La mesure de Patterson-Sullivan ([16], [19])

o(dz_)o(dz)
m(dz_ dzr) = o~ o
T 4«-invariante. Comme P’ensemble A® x 4+ A® est relativement compact
dans A° x A privé de la diagonale, la mesure m(dz_ dz) est finie. Notons
alors ¢ 'application de A x 4« A? dans A° définie par q(z_,z) = z; la
mesure q(m) est finie et T 4+-invariante sur A°. On pose alors q(m)(A%) =
1 / C et

sur A% x 4« A? étant I'-invariante, elle est aussi

o(dz_)

e =a TSN
{z_€A/(z_,z)eN0x 4u A0} [T — T[?

COROLLAIRE I1.5. — La mesure v4s(dz) = hax(z)o(dx) est une
mesure de probabilité T 4«-invariante sur A°. De plus

|has (x) — hax(y)]

sup  sup < 400 avec & = inf(1,6).

5
an€A* m,yGAgn |z - yl 0
z#Y
Démonstration. — La premiere assertion découle des propriétés de

m et du choix de la constante C;. Fixons un élément a” € A* et deux
points distincts z et y de A%.; on a
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|has(x) — hax(y)|

1 1
< Cl/ - o(dz_)
{o_ €A%/ (o m)eh0x 4w A0} | [T — 2|2 |y —2z_|?
<26+101 ||x_x—|6_ ly_m—léla(dx_)
- {o- €A/ (o )eNOx 4 A0} 1T — T [Py —z_[28
26+1C
<2 e = 2_I? — Iy _Plo(dz_)
€ {z_€A®/(x_,z)EA®X 4 A0}

avec €9 = inf{|z_ — z|/(2_,2) € A° x 4+ A°} > 0 d’apres le lemme I1.3. Si
§<l,onallz—z_|®—|y—2_[° < |z —yl|° sinon, il existe A > 0 tel que
llz —2z-|° = |y —z_|°] < Alz — y. o

III. UN NOUVEAU SYSTEME DE GENERATEURS

Dans ce paragraphe, nous supposons que I' contient des transfor-
mations paraboliques primitives n’appartenant pas a .A. On rappelle que
les transformations paraboliques primitives de T' sont conjuguées a des
éléments de A U P. Fixons un sous-ensemble Py de P satisfaisant les pro-
priétés suivantes :

(1) sip € Py alors p~t € Py,
(2) sip; et pp appartiennent & Py alors p; et p2 ne sont pas conjugués.

En d’autres termes, Py est un systéme symétrique de représentants
des classes de conjugaison d’éléments paraboliques primitifs de I' n’appar-

) -1
tenant pas & A. Posons Py = {m_1,m1, -+, m_1, 7L} avec m_; =T, .

La présence dans I' de transformations paraboliques non conjuguées
aux générateurs entraine que T4« n’est plus dilatante; pour retrouver
cette propriété de dilatation, il faut prendre en compte les puissances des
éléments de P.

IIl.a. Les chaines.

NOTATION. — Soient y; et o deux éléments de I'. On suppose que
le dernier terme, noté a, de la suite w (1) coincide avec le premier terme
de la suite w4(72). On note y; V4 Y2 I'élément y1a~ 17, de T.
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DEFINITION III.1. — Soient p1,pa,---,p; des éléments de Py; on
pose wa(p;) = as1,- -+, G4, €t on sUppose a;, = ai41)1 pour tout 1 <4 < [.
La transformation p; V 4p2V.4- - -V ap est appelée chaine d’éléments de Py
(ou plus simplement chaine).

Puisque a;1 # ai,, si p1 Va p2 V4 --- V4 P est une chaine alors
Pi+1 # pi pour 1 < ¢ <[ —1. De méme, comme a; # ai_l1 on a p;y1 #pi’l
Remarquons enfin que si v = p; V4 p2 V4 -+ V4 p est une chaine, il en est
de méme pour 7! et 'on a y~! =pl~1 Vg VApl_l.

NOTATION. — On note C I’ensemble des chaines de T'.

PROPRIETE II1.2. — Soit v une chaine. Il existe une unique suite
p1,--,p1 de Py telle que y =p1 VapaVa---Vap.

Démonstration. — Cette propriété découle du fait que I'" est un
groupe libre et du lemme suivant

LemMME II1.3. — Soient p; et ps deux éléments de P. Posons

wa(p1) = a11,- -+, 01k et wa(p2) = ag1, -+, a2. Si (a11,a12) = (a21,az2)
alors p1 = po.

Démonstration du lemme. — Supposons ai; = ag; = a1 et ajp =
a2 = ap. Notons respectivement x; et xo les points fixes de p; et po.
Les points a;*(z;) et a]'(z2) sont fixés respectivement par aj'pia; et
a; 1paaq; ces deux points appartiennent donc & S, 1 N S,, ce qui entraine
T1 = x3. Les points fixes des transformations parabohques de I' étant de
rang 1, on a p; = ps. ]

III.b. Décomposition canonique des éléments de T'.

Choisissons un ordre sur Py = {w_1,71, -+, 7_L, 7L} en posant par
exemple
m; <m; sietseulementsi [i|<|j|] ou i=—j et i<O.

On adonc 7y < m < g < My < --- < m—p, < 7. Remarquons que si
m; < m; avec [i| # |j], alors m_; < m_;.

DEFINITION II1.4. — Soit v = p1 V4 -+-- V4 p; avec | > 2. On dit
que 7y est une chaine élémentaire si et seulement si
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i) p1 <p2 <---<p; (i.e. vy est croissante),
i) p1 > p2 > -+ > p (i.e. v est décroissante),

iii) ilexistel <s<ltelquepy >ps > -+ >pset ps < Psp1 < -+ <
i (i.e. 7y est brisée).

NOTATION. — On note Cy ’ensemble des chaines élémentaires de T'.
De par le choix de I’ordre sur Py, on a :

PROPRIETE II1.5. — Si v est une chaine croissante (resp. décrois-
sante), alors v~ est une chaine décroissante (resp. croissante). Si y est une

chaine brisée, il en est de méme pour vy~ 1.

DEFINITION II1.6. — Soient v € T' et wa~(7y) = (aj"*)1<i<i- Suppo-
sons qu'il existe 1 < k < r <l telsquengy = ngy1 = =n, = 1 et
ak - -ar € C (resp. Cy). La chaine ay, - - - a, est une chaine maximale de vy
(resp. chaine élémentaire maximale de ) si pour tous entiers k' et r’ tels
que (k',7") # (k,7) et 1 <k <k <r <’ <, la transformation a - - as
n’appartient pas a C (resp. Cp).

Nous allons associer & chaque transformation v € I' deux suites,
l'une D(v) = (D;i(7))1<i<s & valeurs dans A* U Py U Cy et l'autre e(y) =
(€:(7))1<i<s—1 & valeurs dans I’ensemble de symboles {V, V} (la suite e(y)
prendra toute sa signification dans la proposition II1.8).

Posons w4+ (7) = (a7 )1<i<t-

Construction de D; (7).

On considére le plus grand entier 1 < s < [ tel que a7*---a? €
A* UPyUCy et on pose D1(7y) = al* ---ale.

Construction de Dy(7) et €1(7).

Si D;(vy) = v, autrement dit si y € A*UP,UCy, alors D(v) = (D1(7))
et €(y) est la suite vide. Sinon, on pose y; = D1(7y) et on distingue trois
cas.

e 71 & Co : on pose alors Dy(y) = D1(v7 ) et e1(y) = V.

e v; € Cy et v, est une chaine maximale de 7 : on pose de méme
Dy(7) = Di(viy) et ex(y) = V.

e 1 € Cy et y1 n’est pas une chaine maximale de -y : dans ce cas, 7y; est
soit une chaine croissante, soit une chaine brisée : v3 = p; V4 -+ V4 pk. On
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pose alors Dy(vy) = D1(pky7 ) et €1(7) = V. Remarquons que Dy (7) est
alors une chaine élémentaire décroissante ou brisée : Dy(y) = g1V -V AQr
avec q1 = pk.

En réitérant ce procédé, on construit deux suites D(7y) et e(y)
associées a 7y; ces deux suites constituent la décomposition canonique de +.

Exemples. — 1. Si wa-(y) = (a]*)1<i<i avec n; > 2 pour tout

1<i<lalors D(y) =wu«(y) et =V pour 1 <j<I-1
2. Si vy = py V4 -+ V4 pr est une chaine, on considére la suite
d’entiers k1 = 1 < ko < -+ < k; = k telle que pour tout 1 < i <1[l-1
la chaine px;, V4 -+ VA Pk, soit élémentaire et maximale dans 7. On
obtient alors D(y) = (D;(7))i1<i<t avec Di(y) = pr, Va - VA Pripy
et e(7) = (ei(7))1<i<i-1 avec €;(y) = V. Remarquons que D(y~!) =
71, D) et () = @1 (9), e@-2(7) -+ e (7).

ProposITION III.7. — Soit v € T'; posons D(y) = (7:)1<i<i €t
€(7) = (e)icici-1- On a D(Y™!) = yhmly--t et e(v) =
€1—1,€1—2," ", €1.

Démonstration. — Si v € A* U Py U C, la proposition est facile a
vérifier. Sinon, notons w4+ () = (a}*)1<i<: et considérons la suite g1, - -, gp
des chaines maximales de v ou des éléments de Py (n’appartenant pas &
une chaine de 7y) apparaissant dans la décomposition de oA et classés dans
leur ordre d’apparition. Pour tout 1 < j < p, on a g; = akk asjj avec
1<k <81 <ky<s83< < k < Sp < I. Notons D(g]) (D (g]))1<z<l
et €(g;) = (ei(gj))lgslj_l la décomposition canonique de chaque g;. Les
suites D(v) et €(y) sont construites & partir de la décomposition canonique
D(g;),€(g;) de chaque g;,1 < j < p de la fagon suivante :

D(’Y) = a;u, akfl ll’Dl(gl),DQ(gl)i e 7D11 (gl)’a::i"ila R
@27, D1(g2) -+

et

61(7) == 6k1'1(7) = Va6k1 (7) = El(gl),fkﬁ—l(')/)
= €2(91), "+ €ky+1,—2(7) = €1,-1(91)
€k +-1(7) =V -+

Si on considére maintenant y~!, la suite des chaines maximales de y~
d’éléments de Py (n’appartenant pas a une chaine de y~!) apparaissant
dans la décomposition de 77!, et classés dans leur ordre d’apparition est

1 ou



GROUPES DU PING-PONG 767

9p o, 91 !, La proposition ITI.7 résulte alors du fait que pour tout 1 < J

<
b, ona D(g_y—l) = Dlzl(gj)f"aDl_l(gj) et 6(gj—l) = 6lj—l(gj)7'"761(gj)":|

On se propose a présent de retrouver v a partir de sa décomposition
canonique.

NOTATION. — Soient v; = p1 Va4 --VaDr et ya=q Va---Vags
deux chaines telles que p, = ¢q;. On note y; Vp 2 la chaine py V.4 --- V4
DrVAag2VAa-VAags.

La proposition suivante découle directement de la construction des
suites D(7) et €(7).

PROPOSITION III.8. — Soit v € T'; on pose D(y) = (vi)i<i<i €t
6(7) = (fi)lsigl—l- Onay=r1%xyg%-: %7, avec :
Vi ¥ Yit1 = ViYit1 Si €, =V,

Vi *Yi+1 = Yi VP Yit1 Si €, = V (dans ce cas vy; est une chaine élémen-
taire croissante ou brisée et ;41 est une chaine élémentaire décroissante
ou brisée).

IIl.c. B-développement des éléments de I'.

NOTATION. — On pose B = A* U Py.

Nous construisons ici un algorithme, basé sur la décomposition cano-
nique des éléments de I', associant & chaque élément v € T" une suite finie de
B, notée wp(y) = by,bs,---,b; et appelée B-développement de +y, vérifiant
les propriétés suivantes :

) y=bi---b 2) we(y™)=bl b0 3) wlbyly) =bs,oe b
Par convention wg(Id) est la suite vide.

Commengons par construire le B-développement d’un élément v €
A* U Py U Co.

Cas ot v € A* U Py : on pose wi(y) = 7.

Cas ot v € Cy : il existe alors py,---,px € Py et k > 2 tels que
¥ =p1Va---Vapx; pour tout 1 <i < k, notons wax(p:) = (as)1<j<i;-



768 F. DAL’BO & M. PEIGNE

Si ~ est une chaine décroissante, on pose
ws(v) =DP1,022, ", 02(1,—1),P3, 42, " * * , A4(14—-1),P5 " " -

Si 7 est une chaine croissante, ™! est une chaine décroissante; on

note wp(y~1) = by, -, b et on pose wp(y) = bl‘l, RN

Si « est une chaine brisée, il existe 1 < s < k tel que p1 V4 - V4 ps
soit décroissante et ps V.4 - -+ V.4 pr soit croissante. Notons C; = p; V4
©Vaps—1,02 = psy1Va - -Vapr et g =as2- - asq,-1); on ay = C1gCs.
Remarquons que si s = 2 (resp. s = k — 1) la transformation C (resp. C2)
est un élément de Py et sinon C; (resp. C3) est une chaine décroissante
(resp. croissante). Les B-développements de C; et de Cy ont donc déja été
définis : notons-les respectivement (b1;)1<i<r, €t (b2i)1<i<r,. Deux cas se
présentent selon la parité de s et de k.

1) Si s et k sont impairs, les décompositions canoniques des chaines
C; et Cy font intervenir un nombre pair d’éléments de Py. On a donc
bir, = a(s—1)1,_, = @s1 €t b21 = as, = a(s41)1; On pose alors

WB(’Y) = by, abl(rl—l),psy bog, -+, b2'r2'
2) Sinon, on a by,, = ps—1 ou ba1 = ps4+1 et 'on pose
wB("/) = blla ) blrlvas% e 7as(ls—1)7 b217 Tty b2'r2-
Remarque. — Soit v € A* U Py U Cp; notons wg(y) = by,---,b;. Par
construction de wp(y), onay=b;---b et wg(y~!) = bl‘l, <o bt

Avant d’expliciter le B-développement d’un élément quelconque vy de
I', introduisons la

NOTATIONS. — Soient wi = (b1i)i<i<i, €t wa = (bai)1<i<i, deux
suites d’éléments de B.

On note wyVwy la suite byy, b2, -+, bul ybo1,b90, 0 ¢, b2lg~

Si by;, = b21, on note w; V wy la suite byy, b1z, -, b1y, bog, -+, bay,.

DEFINITION II1.9. — Soient v € T et D(v) = (Vi)i<i<r, €(y) =
(€:)1<i<r—1 Sa décomposition canonique. Pour 1 < i < r la transformation
~v; appartient & A* U Py UCy et wp(y;) a déja été définie; on pose alors

ws(7) = we(m)aws(re)e - - - r—1wp(Vr)-

Nous avons le
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LEMME III.10. — Soient v € T et wp(y) =by,--+,b;. On a
) y=b---b

il) wp(y™') =, by

iii) wB(bl_ v) =bg, -+, by

iv) wax(7) = was (b1)V -+ Vwa- (br).

Démonstration. — Les propriétés i), ii), et iv) découlent de la décom-
position canonique de y. Démontrons maintenant la propriété iii). Si~y € Cy,
cette propriété est une conséquence directe de la construction de wg(7y). Si-
non, on considére la décomposition canonique D(y) = (vi)1<i<r, €(7) =
(€i)1<i<r—1 de 7y; pour alléger les notations, cette décomposition canonique
est notée yi€1v2 - - €r—17r.

~Siy € A*U Py, alors by = 71 et e = V; on a we(b;y) =
ws (b7 ') Vws(h7 ') = bz, b

— Si 7y, € Cy, alors y; = p1 V4 -+ V4 Pr est une chaine élémentaire,
on pose wA(p;) = a1, - - ay,. Deux cas se présentent :

1) si by = pj, alors 7; est soit une chaine décroissante, soit une
chaine brisée, soit encore une chaine croissante avec k impair; on a alors
bl_l'yl = agz'*-(1,-1)P3 VA - VA4 Pk et la décomposition canonique
de b1y est ags - +ag(1,—1)V(P3 VA -+ VA Pr)€1Y2 - - - 7r. On obtient alors
w(b7'y) = ba, -+, by

2) si by = a1; € A alors la décomposition canonique de by v est
a12V - Vayq, V(P2 Va - Vape)eryz Ve
et on conclut de méme, ce qui achéve la démonstration du lemme. O
La propriété iv) montre que si wg(g) = wg(h) alors g = h; par

conséquent, la suite wp(g) détermine de fagon unique la transformation
g. En appliquant les propriétés ii) et iii), on obtient le

CoROLLAIRE III.11. — Soit v € T'. Si wB('y) = -, by avec
k > 2, alors pour tout 1 < s <l < k on a wp(bs - )=b b
NOTATIONS. — Soit v € TI'. On note |wa(y)| (resp. |wa=(7)| et

|ws(Y)|) le nombre de termes de la suite w4(7y) (resp. wax(7y) et wp(7y)).

On pose lp = sup |wa(y)l-
YEPUCo
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PROPRIETE II1.12. — Soient g et h deux éléments de T et k un
entier > 1.

i) Si les suites w4+ (g) et w4~ (h) coincident jusqu’au rang klo, alors
les suites wg(g) et wg(h) coincident au moins jusqu’au rang k.

ii) Si les suites wi(g) et wg(h) coincident jusqu’au rang k, alors les
suites w»(g) et wa~(h) coincident au moins jusqu’au rang k.

Démonstration. — 1) Si wa=(g) et wa+(h) coincident jusqu’au rang
klo, les suites D(g) et D(h) (resp. €(g) et e(h)) coincident au moins jusqu’au
rang k (resp. k—1). En revenant & la définition de wg(g) et wp(h) on vérifie
alors que ces deux suites coincident au moins jusqu’au rang k.

L’assertion (ii) découle directement du lemme II1.10 (iv). O

DEFINITION II1.13. — Une suite by, - - -, by, d’éléments de B est dite
B-admissible s’il existe v € T' tel que wg(y) = by, -+, bg.

NOTATION. — L’ensemble des suites finies B-admissibles est noté
Qg.

Soit .4~ l'ensemble des suites finies (a]*)1<i<r, 7 = 1 de A* telles
que a; # a;'j_ll. L’application f de Q4+ dans Qg définie par f((a;")1<i<k) =
wp(al" - - - ap*) est une bijection de 4~ sur Q3 et son application récipro-
que est définie par f~1((b;)1<i<k) = wax(b1)V - - - Vw 4= (bg).

IV. CODAGE DES GEODESIQUES FERMEES DE M
LORSQUE P # 0

IV.a. B*-développement d’un point de A°.

NOTATION. — Notons £} I'ensemble des suites w = (b;);>1 d’élé-
ments de B dont tous les blocs finis (b;)1<i<n appartiennent & Qp; nous
dirons qu’une telle suite est B-admissible.

Si (bs)1<i<i € Qg la suite décalée (b;)2<i<; appartient aussi & Qp
d’apres le lemme II1.10 (iii); par conséquent, si (b;);>1 appartient & X7 il
en est de méme pour la suite (b;);>2.
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ProrosITION IV.1. — La bijection f : Q4+« — $Qp définie par
f((al)1<i<k) = wp(al* - - - a}*) s’étend de fagon unique en une bijection f
de ©7,. sur $f; définie de la fagon suivante :

Vw = (a")iz1 € Th.  f(w) = (bj)j>1

ot b; est le j-iéme terme de la suite wg(a7™ - - - a%").

Démonstration. — Montrons que f est surjective sur Z;‘;. Fixons
(bj)j>1 € Bf et considérons lasuite w = (a);>1 = wax(b1)Vw.ax (b2)V -+ -.
Pour tout entier ¢ > 1 on a wax(by -+ biy,) = war(b1)V -+ Vwax(bi,) et
|was (b1 -+ - biy )| > ilo; les suites a]?, - - ,azgo et w4« (by -+ by,) coincident
ainsi jusqu’au rang ilyg, ce qui entraine d’aprés la propriété II1.12 que
wg(al* ---a?l’:”) et by,---,by, coincident au moins jusqu'au rang i. Par
conséquent, le i-iéme terme de f(w) est b;; Uentier ¢ étant arbitraire, on a
finalement f(w) = (b;)i>1-

Montrons maintenant que f est injective; si w; = (@*)i>1 et wo =
(c)i>1 sont des éléments de T tels que f(wi) = f(ws), les suites
wg(al? ~-~azzl°) et wg(c;’”-'-czt:‘”) coincident au moins jusqu’au rang
i; il en est de méme pour les suites a'l”,-n,azg" et c’lnl,--~,czlgl° d’ott
w1 = Way. O

COROLLAIRE IV.2. — L’application wg de A° dans Eg quiazr € A
associe wp(z) = f(wa~(x)) est bijective.

NOTATIONS. — Soit B* I’ensemble {8"/8 € B et n > 1}. On note
Qp« (resp. £}.) I'ensemble des suites finies (b]'*)1<i<; de B* (resp. des
suites infinies (b]*);>1) telles que la suite
ny fois ny fois ng fois
Y et N N N
bla""b17b27“',b2)b3""»b3"'
appartienne & Qg (resp. & ).
Soit x € A% on note wg+(z) la suite (IBZ:k)kZI de T}. construite &
partir de wg(z) = (b;)i>1 de la fagon suivante :
—Bi, =by et np =max{n >1/by =--- =b,}
- ﬁ'ik = bnk—1+1 et ng = max{n > 1/bnk_1+1 == bnk-—1+n}'

La suite wp«(x) est appelée B* — développement de x.

Soit v € T'; on note wp+(7y) la suite de Qp« construite 4 partir de
wp(7y) par le procédé ci-dessus.
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Fixons z € A? et posons wg«(z) = (bp*)k>1; 0n a z = klim 9x(0)
> am
avec gr = by* ---by*. Ainsi b "z = kETm b7 "' gk(0) avec wps(b] " gk) =

by? - - - bp*; par conséquent wp«(by "'x) = by?b3® - - -. Notons T« la trans-
formation induite sur A® par le décalage sur L. et définie pour tout z € A°
par Tp«(x) = by "*(z) ol b est le premier terme de la suite wp«(z).

IV.b. Points Ti«-périodiques et géodésiques fermées.

Soit z € A° un point T--périodique et pg~(z) la plus petite puissance
non nulle de T« fixant x.

LEMME IV.3. — Soit v une transformation primitive loxodromique
de I' non conjuguée & un élément de A. 1l existe vy € I tel que

i) ~yo soit conjugué a -,
i) wps(Ty,) = (b]%)i>1 soit périodique et vg = bY*---bp® avec
P = pB+ (2yo)-
De plus, si vy, satisfait également les conditions i) et ii), alors il existe
1 <k < p tel que v, = by* o bpP b ERY et

Démonstration. — Notons ., le point attractif de v et posons
wax(T) = (a]*)i>1. Quitte & conjuguer 7 on peut supposer que le premier
terme de la suite w4 (7y) est différent du dernier terme de w 4(7y) et de son in-
verse; ainsi, la suite w 4+ () est périodique. Notons p la période de w 4+ (z);
ona~y=a}---ap”. Considérons 'ensemble Pr, ={g € Py /il existe 1 <
s<pett>stelsquens =ngp1 = =ns et wa+(g) = as,- -, a:}. Sup-
posons P, = () (c’est le cas par exemple si n; > 2 pour tout 1 < i < p);
on a alors wa«(z,) = wp+(z,) et par conséquent v satisfait les conditions
i) et ii). Sinon, fixons g € P, et notons [ = |w4(g)|. Comme 7 n’est pas
conjugué a un élément de Py on a I # p. En utilisant le lemme I11.3, on
vérifie que pour tout s <i < j <t—1ona (a;ai+1) # (aj,aj+1) si bien
que Il < p—1; il s’ensuit que si az---a; € Ppalors 0 <t—s < p—1.
Soit po = as, - - - at, le plus grand élément (au sens de 'ordre mis sur Py)
de P, : comme to < sp — 1 + po on peut supposer to = p quitte a conju-
guer 7. Posons wg«(y) = (b}"")1<i<r; de par le choix de py on a bPr = pj~
et wp«(Y") = wp+(Y)V---Vwp«(y) pour tout n > 0. On en déduit que
wp~(x) est périodique de période r et que les r premiers termes de wg- ()
sont by - - - bl
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Supposons & présent que -y et 7; satisfassent les conditions i)

et ii). Notons wa-(70) = (a7%)1<i<q; il existe 1 < k < ¢ tel que
wa-(71) = ap*,--+,aq%at, -+, ap " Notons wps(y0) = b7, -+, bp?;
par hypothése wps(Z,) = b7+, bp?. Si Pe,, = 0 alors was(zy,) =
wps (Ty,) et donc wps (1) = bk, - -+, by?, b7, -+, bp* 7. Sinon, considérons
le plus grand élément po de P, ; on peut supposer bp? = pg”. De
par le choix de pg, le terme pg” apparalt nécessairement dans la suite
wg+ (T, ). Notons was(pg?) = as, - - -, aq; puisque wps(z,,) est périodique,

on a~y = ap*---ag'a---ap*t avec k < s — 1 et donc wps(T,,) =

wp~ (af* - ay 7" ) Vpg? Vb - - bp?. Comme wp«(z4,) est périodique, on
obtient wg-(aj*---ay°7") = bft---by?7" avec 1 < ¢t < p—1 et donc
1 = byt ...bgpb?l ce bt O

Notons Perg- (A°) ’ensemble des points T«-périodiques de A° et rap-
pelons que Gjs est ’ensemble des géodésiques fermées orientées primitives
de M privé des projections sur M des axes des transformations de A. On
déduit du lemme précédent le

COROLLAIRE IV .4. — Soit £g- I'application de Perg-(A°) dans Gy
qui & associe la géodésique §yri .. yme 0P = pp+ (T) et wp- (x) = b1 -+ bp®.
Cette application est surjective; de plus, si €g=(z1) = &p~(z2), alors
pe+(T1) = pp+ (z2) et il existe 1 < k < pg-(z1) tel que z2 = Th. (z1).

On rappelle que si ¢ € Perg-(A%), la longueur [(ép«(z)) de la
géodésique &p-(x) est I(ép+(z)) = —Logly'(y 'z)] = Log|(y 1) (z).
Notons fz« 1'application de A® dans R définie par fgz-(z) = Log |(T5-) (z)|
et Spfg- = fg« + -+ fp- 0T *; on a donc S, f-(z) = Log |(TZ.) (z)|-

400
COROLLAIRE IV.5. — Pour tout a > 0 on a mp(a) = > ltt{w €

=1
Perp- (A°)/ps-(x) = n et Sy fs-(z) < a}. 1

IV.c. Propriétés de Tpg~.

NOTATIONS. — On note X+ ’ensemble des suites bilatéres (b} )icz
de B* telles que pour tous entiers s < t la suite b+, ---, bt appartienne &

QB*.

Pour tous z_ et z € A° avec wp~(z) = b]*,by% -+ et wp«(z_) =
by™°,b_7"" -+, on note wp: (z_, ) la suite bilatére - - - b™ 7, b5, b1, b5 - - ..
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Posons A° xp. A° = {(z_,z) € A® x A%/w(z_,z) € Ep+}; pour
tout b® € B* notons (A® xpg« A%)yn (resp. AY.) I'ensemble des points
(x—,z) € A® x5+ A® (resp. z € A°) tels que le premier terme de wg-~(x) soit
b".

Le décalage sur Yg- induit une transformation Tz« sur A? xz. A°
définie par : V(z_,z) € A xp+ A Tp«(z_,z) = (b7 ™ z_,b; "'z) ou by ™
désigne le premier terme de wp«(z).

LEMME IV.6. — L’ensemble A° xg. A est relativement compact
dans A® x A° privé de la diagonale.

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il exis-
te une suite (Yn,Zn)n>1 de A xp. A® convergeant vers un point (z,z).
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il existe a; € A
(resp. az € A) tel que pour tout n > 1 le premier terme de la suite
wa(zy) (resp. wa(yn)) soit a1 (resp. az). Puisque (yn,zn) € A xp« A°,
on a a; # ai'; de plus, les suites (Zn)n>1 €t (Yn)n>1 convergent vers
z dou z € §, -1 ns, ;1 N A. On déduit du lemme 1.2 P’existence d’un
élément p € P ﬁxant z et vérifiant donc p = o, -+ oy, avec a;, = ap et
0y, = a, 1. Soit 7 I’'unique élément de Py conjugué a p; il existe 1 < ¢ < I
tel que ™ = a;, - - 04,04, -+ - @;,_,. Considérons 71,72 € N,re <[ tels que
lo+1 =1Iry +ry. La suite (z,)n>1 converge vers z et le premier terme de

wA(zn) est oy, ; d’apres le lemme 1.5 pour n assez grand, les lp + 1 premiers
r1 fois

/—’_ . . .

termes de wA(zn) sont @i, -+, @y, iy, -+ 0, @, - Sig = 1, autrement dit si

p = 7, le premier terme de wp~(z,,) est une puissance de 7; sinon, les ¢ — 1

premiers termes de wp- () sont a,, -+, &, _, , le ¢**™¢ étant une puissance

e 7. Le méme raisonnement appliqué a y,, entraine que si ¢ = 1 le premier
d L t 1 t 11

terme de wp~(y,) est une puissance de 7! et sinon les | — ¢ + 1 premiers

-1 -1 ieme 4 .
termes de wp(xn) sont a;, ,a” oG le (I—q) étant une puissance

de 7! ce qui contredit le fait que (yn,zn) € A xg+ A°. O
COROLLAIRE IV.7. — Ilexiste Np € N* tel que inf_ |(T52) (z)] > 1.
z€

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde et considérons un réel
B > 1 et une suite (zn)n>1 de A° tels que |(Tg.) (zn)| < B pour tout
n > 1; posons wg« (n) = (b57')i>1 et v, = b3 -+ - bPnn. Quitte & extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n > 1 on a b,; = b; et

bnn = ba; notons wa(by) = a1, -+, au, et wa(b2) = az1,-- -, a2,.
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Si a1y # ag:l: posons g, = a}1a3, v et X, = a}ja3, z,. Les
transformations g, sont loxodromiques et le B*-développement de leur
point répulsif z_ ~est périodique de période wp- (9n). Par conséquent, si
Yn = Tg.(Xn), le couple (z, ,yn) appartient & A® xg. A® et 'on a

1.
90 w0)| = (@103, (@)l )| 2 5 inf, (ahiad)' (2]

D’apres le lemme IV.8 il existe donc une constante B > 0 telle que

pour tout m > 1 on ait |z, — Xu| > ,/|g§t(xg‘n)|% Le groupe T
étant géométriquement fini on a 1ix41_1 l9n (25, )| = +00 ce qui contredit
n—-+0oo

I'inégalité |z, — X,| < 2.

Siap = afli on choisit « € A — {aﬁl} et on applique de nouveau le
raisonnement précédent en remplagant g, par a?vy, et X, par o’z,. m]

Pour tout z € A° posons
dx_
hie (z) = Cy / _olde-)
{o-€A%/(o_ m)EAOx g« A0} |T— — ]|

dz)o(dz_
avec Cy' = / M(_z_)‘ En reprenant les arguments de la

démonstration du corollaire I1.5 on obtient le

COROLLAIRE IV.8. — La mesure vg«(dz) = hp«(z)o(dzr) est une
mesure de probabilité Tg.-invariante sur A°. De plus

|hg- (€) — hs- (y)|

sup sup < 400
bmEB* z,yenl, |.’L‘ - y|60
TH#y

avec 8y = inf(1,6).

V. DEMONSTRATION DU THEOREME A

ea6

Dans ce paragraphe, nous montrons que ms(a) est équivalent & pr

lorsque a tend vers +oco. Nous utilisons le codage des points € A° par les

suites wp~ (z) introduites dans le paragraphe précédent; lorsque P = @) on
a B* = A* et wp«(z) = wax(z). Pour alléger le texte, introduisons les

NOTATIONS. — On note wg» = w, Tg« =T, hg« = h, fg- = f et
vpx = V.
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Posons N(a) = Z ﬁ{w €N/ T'(z) =z et S,f(z) < a};ona
N(a) — N(a/2) < 7rM(a) < N(a). Pour établir le théoréme A, il suffit de
ad

P s € . .y
montrer que N(a) est équivalent & —. Nous reprenons ici une idée de

S. Lalley et approchons N(a) par des quantités de la forme

Niz,a)(4) = Z Lify € A/T(y) = o et Suf(y) < a}

oit (z,a) € A° x R et A est un ouvert de A°. En exprimant N(g,q) cOmme
potentiel d’un certain opérateur positif et en utilisant un théoréme du
renouvellement harmonique, on montre le

THEOREME B. — Soit o la mesure de Patterson-Sullivan sur A.

Si $AUP, > 5 alors, pour tout ouvert A C A° de o-mesure strictement
acS

positive, Nz 4)(A) est équivalent & h(x)EU(A) lorsque a tend vers +oo0,
uniformément par rapport & x € A°.

Si AU Py = 4 on pose A? = {z € A/ le premier terme de w4(x) est

afl} avec € € {1,2}. Pour tout ouvert A, C A? de o-mesure strictement
5

a
positive, N(; q)(A¢) est équivalent & h(:c) o(A.) lorsque a tend vers +oo,

uniformément par rapport a x € AO
Dans les paragraphes V et VII, nous utiliserons de fagon essentielle la

PROPRIETE V.1 ([14]). — Soit G un groupe discret non élémentaire
d’isométries de B%. Si G contient des transformations paraboliques, 'expo-
sant critique de la série de Poincaré associée a G est strictement supérieur
al/2.

V.a. Perturbation des points T-périodiques.

NOTATIONS. — Soient z € A° et (b]);>1 son B*-développement.
Pour tout k > 1, on note wi(z) la suite finie (b]*)1<i<k. De méme, siy € T’
et w(y) = (b*)1<i<i, pour tout 1 < k < I on note wi(7y) la suite (b]"*)1<i<k-

Nous reprenons ici des arguments de [2] et [11]. Soit ko > lo. Notons
Qo = {wko(z)/z € A°} et fixons une suite (v;);>1 d’éléments distincts de



GROUPES DU PING-PONG 777

I telle que Qx, = {w(7:)/i > 1}. Posons AY, = {z € A®/wi,(z) = w()};
la famille (A9, )i>1 forme une partition de A°. Dans chaque ensemble AJ,
on se fixe un point z;. Soit x € AJ, tel que T"(z) = z. On associe a
z le point & € A° dont le B*-développement est w(Z) = wy(z)Vw(z;);
on a Z € AS, et wnyk,(Z) = Wnike(Z). Notons alors Fix(T™) I'ensemble
{z € A°/T™(z) = z}. L’application qui & = € Fix(T™) associe & établit une
bijection entre les ensembles Fix(T™) N Agi et T"(z;) NAS,,i > 1.

LEMME V.2. — Il existe Ng € N, A, B € R** et p €]0,1] tels que
pour tout entier s > Ny et pour tous x,y € A vérifiant ws(x) = ws(y), on
ait |f(z) — f(y)| < A|Tz — Ty| < Bp®.

Démonstration. — Voir paragraphe V.d.

Ajustons le choix de kg en supposant kg > Np; si € Fix(T") alors

+oo
Snf(z) — Snf(Z)| < Ok, avec by, = B 3 p°

s=ko

w'n+ko(x) = Wn+tko (f}) d’ou
d’apres le lemme V.2. On a d’une part

Hy € A?H/T"y=x,- et Spf(y) <a—0k,} <#{z € Fix(T") ﬁAgi/Snf(x) <a}
et d’autre part

Hz € Fix(T")nAOi/Snf(a:) <a}<t{y e Aoi/T"y=x,- et Snf(y)<a+0k,}

On en déduit les

INEGALITES V.3. — Pour tout kg > Np, on a

. +o00 0
1) 2:1 N(Ii,a—eko)(Avi) < N(a)
i=

+o00
ll) N(a) < 2:1 N(a:i,a+0k0)(Agi)'
i=

V.b. Le théoréme A se déduit du théoréme B.

Commencons par le cas ou $AU Py > 5. D’apres le théoreme B,
N(mi,a—eko)(Agﬁ) est équivalent & h(zi)ﬁa(Agi) lorsque a tend vers +oo.
En appliquant le lemme de Fatou dans I'inégalite V.3.i), on obtient

+00
e 90ko Zh(xi)a(AOi) < lim inf a—iN(a).

£ L a—+o00 e
=1
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Le passage & la limite dans I'inégalité V.3.ii) est plus délicat et nécessite
l'utilisation du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, d’ou le

LEMME V.4. — 1l existe une série a termes positifs convergente
a6
(Ci)i>1 telle que pour tout a > 0 on ait N, a)(AO ) < C; 7
Démonstration. — Voir paragraphe V.d.
+o00
Nous obtenons donc lim sup ——N (a) < €%%o Z h(z;) O'(A ,)- Finale-
a—+00 i—1
ment, pour tout kg > Ny, on a
aé aé
e %o Z h(z;)o(AS,) < liminf —N(a) < hm sup —N(a)
a——+o0o €

+o00
< €% > " h(zi)o(AS,)
i=1

On achéve alors la démonstration du théoréme A en remarquant que
lim 6, =0 et que

ko—POO

lim thz)aAO)—/h o(dz) =1

ko—>oo
car la mesure o n’a pas d’atome ([19]).
Considérons maintenant le cas ot $4 U Py = 4. On pose mp(a) =
m1(a) + m2(a) avec
+o00 1
=Y “Hze Per(A%)/p(z) =n et Spf(z) <a}, e=1,2.
n=1

On a T(A9) = A et T(AY) = AY; si z € A? est T-périodique, la période
+oo 1
p(z) est donc paire d'ou w(a) = Y, —%ﬁ{x € Per(A%)/p(z) = 2n et

n=1
Sonf(z) < a},e = 1,2. De la méme facon si A. est un borélien de
+oo 1
AS et @ € AP, on a Npay(A) = X -y € AT (y) = @ et
n=1
Sonf(y) < a}, € = 1,2. Le reste de la démonstration se calque alors sur
le cas précédent. a

Il reste & démontrer les lemmes V.2 et V.4; pour cela, nous avons
besoin de controler précisément la dynamique des éléments de B.
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V.c. Dynamique des éléments de B.

NOTATION. — Soit b™ € B; on note A}, I’ensemble des points z € A°
dont le B*-développement commence par b™.

LEMME V.5. — Il existe C > 0 tel que pour tout b € AU Py, pour
tousn > 1 et ¢ € A, on ait
Tz — x| > C et |Tx—zp—1|>C

ol zp = kli»Too b* ().

En d’autres termes, 'ensemble |J T'(AJ,) est inclus dans un compact
n>1
ne contenant ni xp ni Tp-1.
Démonstration. — Soit b € A U Py. Supposons qu’il existe une
suite (zx)k>1 de | Ad. telle que yx = T'zx converge vers zp. D’apres le
n>1

lemme 1.5 pour k assez grand le B*-développement des points yj commence

alors par une puissance de b ce qui contredit 1’égalité T'zy = yg. 0O

LEMME V.6 (Lemme P). — Soit b une transformation parabolique
de AU Py. 1l existe une constante Cp > 0 telle que

i) Vn > 1,Vz € A —1—2 < (™) (Tz)| < %

Cbn
ii) Vo > 1,Yz,y € Apn  [|(8")'(T2)| = (") (Ty)l] < %lTw—Tyl-

Démonstration. En utilisant le lemme V.5 et en faisant un calcul
explicite sur H? on établit I’existence d’une constante C' > 0 telle que

1
Vn > 1,Vz € AY. Cn <lz—z| < % La double inégalité i) s’en déduit

|2
grace a la relation |(b")(Tz)| = |z = 2|

= Tz nf Pour établir 'inégalité ii),
—Tp

fixons z,y € Ad.; on a

1) (@) - 107 (Tl =

|z —x> |y —af? ‘
Tz —zp|2 [Ty — x)?
d’ou

17y (@)l = @Y )l < |,

|z — zp)? |z — 3|2 ‘
Tz — 22 [Ty — zp|2

|z — 5|2 ly — zs)? ‘

[Ty —zp|? [Ty — x|?
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On conclut alors en utilisant la relation
|z =yl = VI(&") (T)]|(67) (Ty)|| Tz - Tyl. O

De la méme fagon on établit le

LEMME V.7 (Lemme L). — Soit b une transformation loxodromique
de AUPy. Il existe Cp, >0 et 0 < 7, < 1 tels que
i) ¥n > 1,Vz € A, Oir;; < |(6")(T)| < Cyri.
b
if) Vn >1,Vz,y € Aja ||(67)'(T2)] - |(b") (Ty)l| < Cory|Tz — Tyl.

V.d. Démonstrations des lemmes V.2 et V.4.

Démonstration du lemme V.2. — Pour tout entier s > 1 et tous
z,y € A° tels que ws(x) = ws(y) on a
1T (z) — T*(y)| = VI(T*) (@)||(T*) ()]l — yl.

Comme in{{0 (TN (2)] > 1, il existe 0 < p < 1 et K3 > 0 tels que pour
z€

tous z,y € A satisfaisant ws(z) = ws(y) on ait |z — y| < K1p° (x). Par
ailleurs, d’apres les lemmes P et L, il existe K2 > 0 tel que si z,y € A,

s 16w (T2)| = |(B0) (T
n T)| — [\On Y
< Ko|Tz — Tyl
) )] e =T
Le lemme découle alors de la majoration | Log(1 + )| < 2|u| pour |u| assez
petit. 0O

Démonstration du lemme V.4. — Supposons AU Py > 5. On a

N(a:,,a) A'Yz) = Z Z 1A° 1[0 a](s f(y))

n=1 y/T"y—za
En combinant les lemmes P et L, on établit ’existence d’une constante
K; > 1 telle que pour tout b" € B* et tout point y € T(AY.) on ait
K, . .. ;
(") (9)] < 53 ainsi, si w(y) = (b)j21 alors Snf(y) > 2Log(pr -+ pa) -
nLog K. Posons N(g,, a)(AOA) = Nz, 0) (A%,) + N, a)(A(") avec

Ny, (A2 Z Y lag, (®)lpa(Snf(®))

n=1 y/T"y—za
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et
Nz, qy(A Z > 1ao, (¥)110,a)(Snf(¥))-
n=ko+1 y/T"y—zl
Fixons i > 1 et posons w(y;) = (b")1<i<ko; pour tout 1 < n < ko, si

y € AS, et T™(y) = z; alors w(y) = (B")1<i<nVw(z;) et donc Snf(y) >
2Log(p1 - - pn) — nLog K. Par conséquent

N(z a) < Z ]-[0 a+n Log Kl}(z Lngl )
n—l
X
La fonction z —

étant croissante sur R™, on a pour tout réel A positif

Lo.a1(@) < ( wé) e’ 1+x6
[0, 41\% losm] 1426’ — 1+ A5 ex6
@b ko K7% 1+ 26Log(p1---pn)
‘ot N/ A% < T ! = L L
d'ou (z"’“)( %) < Ci ab avec C; n§1 n (p1---pn)®
Par ailleurs, on a
(z,,a)(Ao )
400 1

= Z - Z Z 1a9, (1) 1j0,a) (Sn—ko f (2) + Sko F ()
n=ko+1 = z/Tn~koz=z,; y/Tkoy=z
Si y € AY alors wi(y) = w(y) dot Sk f(y) > A avec A; =
2Log(p; - - - Pro) — ko Log K1. Remarquons que A; est strictement positif
sauf peut-étre pour un nombre fini d’indices. En minorant S, f(y) par 4;

dans l'expression de Ny, a)(AO,) on obtient

($ a)(AO ) < N(xi’a_A.)(Ao).
Ainsi N, ! a)(AO ) = 0sia < A;; de plus, d’apres le théoréeme B, il existe

K; > 0 tel que pour tout ¢ > 1 et tout @ > A; on ait N(%a)(AOi) <
6(0,—-.45)
e

K ey
ad

e
d’indices i, on obtient Ny, Ay <oy — avec Cl = Kye= 44,

Comme 1 — §A; > 0 sauf peut-étre pour un nombre fini

Comme § > 1/2, les sommes

1 Log(p1 - - pn)
Z (1 pa)® et Z (1 pm)®

P1yPpn>1 P1,Pn>1

sont finies et les séries Z Cl et Z C! sont donc convergentes.
i=1 i=1
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Supposons maintenant §AUPy > 4. Les N(z,-,@(AS,.) s’expriment alors
de la facon suivante :

Nz, (AS,) = Z > 1g, (¥)1(0,a1(S2n f (1))

y/ T ry=z;
Soulignons que si A9, C A? avec e = 1,2 et T?"y = x; alors y €
A%. En reprenant la démonstration précédente, on obtient en particulier
(m ) (A0 ) < Na;,a—a,)(A2) et on peut alors appliquer le théoreme B
pour obtenir la majoration souhaitée. a

VI. THEORIE DU POTENTIEL
ET DEMONSTRATION DU THEOREME B.

VI. a. Un théoréme du renouvellement harmonique
pour une marche de Markov transiente sur R.

Soient (X,d) un espace métrique, X la tribu des boréliens de X et
Boo (X, C) I'ensemble des fonctions boréliennes bornées de X dans C. On
considére une probabilité de transition sur X, c’est-a-dire une application
Q de X x X dans [0,1] telle que :

— pour tout A € X, lapplication z — Q(z, A) soit borélienne,

- pour tout z € X, application A — Q(z, A) soit une mesure de
probabilité sur X.

On associe & @ opérateur (noté encore Q) défini, pour tout ¢ €
B (X,C), par

Ve eX Qoz)= /X<P(?J)Q(x,d2/)-

Fixons une fonction borélienne g de X dans R et introduisons le noyau
de transition @ sur X x R dont I'opérateur associé est défini, pour toute
fonction borélienne bornée 9 sur X x R, par

Vo) € X xR Oz, 1) = /X Byt + 9(1)Q(x, dy).

Pour étudier @, nous introduisons la famille d’opérateurs de Fourier
(@) rer définis par Qrp = Q(e**9¢p). On note C.(X) 'espace des fonctions
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continues & support compact de X dans C et |.|oo la norme de la conver-
gence uniforme sur X. Nous introduisons un espace de Banach (E, ||.||g)
formé de fonctions boréliennes bornées sur X et vérifiant les propriétés
suivantes :

1)1€E.

Vo e E [Pl < el
3) ENC.(X) est dense dans (C¢(X), |.]oo)-

Nous avons le

THEOREME VI.1. (Théoréme du renouvellement harmonique
[3]). — On suppose que le couple (Q, g) vérifie les hypothéses suivantes :

H1) Q opére sur (E, ||.|g).

H2) II existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante y
et le rayon spectral sur (E, ||.|g) de 'opérateur R = Q — p est strictement
inférieur a 1.

H3) Les opérateurs @, A € R, opérent sur (E, ||.||g) et pour tout A # 0
le rayon spectral sur (E, ||.|g) de Q est strictement inférieur & 1.

H4) sup Qg3(z) < 400 et 0 < u(g) < +00.
zeX

H5) L’application A — Q) est de classe C? de (R, |.|) dans I’espace de
Banach (L(E),|.llz(g)) des applications linéaires continues sur (E,||.||)
muni de la norme usuelle.

Sous ces hypothéses, lorsque a tend vers +oo, la famille de mesures

00 1 .
(a > ;Q"((x,a),dy dt)) , converge vaguement et uniformément par
n=1 a>

rapport & x € X vers la mesure produit y ® I sur X x R ot I désigne
la mesure de Lebesgue sur R.

En particulier si u est une fonction non nulle de R* dans Rt continue
et croissante et si ¢ est une fonction borélienne de E dans R dont ’ensemble
des points de discontinuité est u-négligeable telle que u(yp) > 0, on a
+oo
> 2@ (P ®ulpq)(2,0)
n=1 -1 =o.

@ /Oau(t)dt

lim sup
a—+00 pex
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VLb. Construction de ’opérateur de Perron-Frobenius
associé a T.

Rappelons que la mesure v(dx) = h(z)o(dz) est une mesure de
probabilité T-invariante sur A° et que pour toute fonction ¢ borélienne
bornée de A® dans R et tout v € I" on a

* ~Yz))o(dz) = ") (dy).
® [ et @natan) = [ ot/ wlat)

Notons L*(A°, v) I’espace des fonctions boréliennes de A° dans R de carré
v-intégrable. La mesure v étant T-invariante, la transformation T agit
isométriquement sur L*(A°, v) de la fagon suivante :

Vo e LE(A%v) T(p)=¢oT.
Soit P V'opérateur adjoint de T' dans L%(A% v) ([2), [3], [6], [16]); pour

toutes fonctions boréliennes bornées ¢ et 1 ce L2(A° v), on a

[ T @@z = / (@) P(@)v(dz).
AO AO

En revenant & la définition de T et de v, on obtient pour v-presque tout x
h(y) _
Py@)= Y Y srwyg)
h(z)
yEAY /Ty=x
A priori, P1 est défini dans L*(A°, v); nous étendons I’action de P & 'espace

des fonctions boréliennes bornées sur A° en posant la

DEFINITION VI.2. — Pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur
A° et tout point x € A°, on pose

Pole)= 3 pl ety
yEAO /Ty=x

Notons que la fonction Py est clairement définie (dans R+ ) lorsque
 est positive; le fait que cette définition reste valable lorsque ¢ n’est pas
de signe constant est une conséquence de 1’étude qui suit.

Les itérés de P sont donnés par la formule
n h(y) _
Pro@) = Y MY ssrtg
h(z)
yEAC /Try=z

pour tout n > 1.
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Associons maintenant au couple (P, f) 'opérateur P défini par

Poat= 3 MW eraig it ).

yEAC /Ty=x h(x)
Pour tout n > 1 on a P™(z, t) = > %%e“ssnf(y)w(y, t+Snf(y)).
yEANO /Try=z

VI.c. Démonstration du théoréme B.

Cas ou AU Py > 5. Remarquons que
+oo

1=
Niz,0)(4) = h(z) ) ~P"(94 ® Xa)(2,0)
n=1
avec _ 1A(y) AO _ 8t
galy) = h(y) pour tout y € et Xa(t) = 1ljo,q)(t)e’ pour tout

t € R. Pour pouvoir utiliser le théoréme du renouvellement harmonique,
nous montrons dans le paragraphe VII qu’il existe un espace de Banach
(L, ||.]|) de fonctions de A° dans C vérifiant les trois conditions suivantes :

1)1elL,

2)VoeL |plo < [ll,

3) LN C.(A) est dense dans (C,(A°),|.|c0)
et que le couple (P, f) satisfait sur (L, ||.||) les hypothéses du théoréme VI.1
(avec en particulier la mesure v comme unique mesure de probabilité T-

invariante sur A°). Nous pouvons donc appliquer ce théoréme aux fonctions
¢ = ga(x) et u(t) = €’ d’ou la premiére assertion du théoréme B.

Cas ou §A U Py = 4. L’hypothése H2 est satisfaite par le couple
(P2,f + f o T) sur chacun des ensembles A et AJ. Le reste de la
démonstration se calque sur le cas précédent. ]

VII. ETUDE SPECTRALE DES OPERATEURS P,

Rappelons que ko est un entier fixé supérieur & ly et Ny (voir
Lemme V.2). Remarquons que pour toute fonction borélienne bornée ¢
sur A? et tout z € A% on a

Pp(z) = ) pon(2)p(b"z) avec ppn(z) =lpg, (b"2) h}(LIE’:)U)
breB*

|(67)' ()
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Le lemme suivant permet d’expliciter la condition 6"z € Ad,..

LEMME VIIL.1. — Soit b" € B*; on a TAY, = U A9,
{ri/brVw(vi)€Qp-}
Démonstration. — Soit ¢ € T(A).); on a w(b"z) = b"Vw(z).

Comme « appartient & A9, on a w(z) = w(y) V(v tz) dott w(b™r) =
b*Vw(v;)Vw(y; ') et par conséquent b*Vw(y;) € Qp-.

Réciproquement, soient +; tel que b"Vw(y;) € Qp« et x € Agi. Comme
|wax(b"y;)| = lo, les suites wg(b™z) et wp(b™y;) ont le méme premier
terme d’apres la proposition II1.12. En revenant & la construction du B*-
développement d’un point de A%, on obtient w(b"z) = b"Vw(zx) et donc
z € TAY,. o

On déduit du lemme précédent que la fonction z +— 1 A2, (b"z) ne
dépend que des ko premiers termes du B*-développement de z; ainsi, pour

. « 0 h(b"z) s 5
tout ¢ > 1, tout b, € B* et tout z € A, on a ppn(z) = Wl(b ) (z)|
si b"Vw(y;) € Qp+ et ppn(z) = 0 sinon.

Introduisons maintenant la

NOTATION. — Soit Ly, I’espace des fonctions ¢ de A® dans C telles

que
llell = ¢l +m(p) < 400

ol |.|eo désigne la norme de la convergence uniforme sur A° et

lo(x) — p(y)|
m = su su _—
(¥) iZII) z,ue}\)?,i |z — y|60
TH#Y

avec &y = inf(1, 6).

On ale€ Ly, Vo € Li, [9loo < lI@llLy, €t Lk, N Ce(A°) est dense
dans C,(A°). De plus (Lg,, ||.||) est un espace de Banach et que, par le
théoréme d’Ascoli, l'injection canonique de (Lg,, ||.||) dans (Lk,, |-|co) €st
compacte.

VIl.a. Hypothese H1.

o(dz_)

Rappelons que Vo € A° h(z) = / Sy
{o—€Ao/ (@ ,0)EAOx g A0} |T — |

Nous avons le
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LEMME VIL.2. — La fonction h appartient a I’espace L,. De plus,
il existe K > 1 tel que

Vz € A° %Sh(x)gK.

Démonstration. — En revenant 3 la définition de A® xz. A°, pour
tout i > 1 et tout z € A, ona {z_ € Ag/(z_,z) € A®xp. A%} = 7¢(A371).
o(dx_
Par conséquent, si x € Agi on a h(z) = / (—)26. Pour tous
¥ (A°_,) |z — 2|
~;

i

z,y € A% on obtient donc
Yi
1

1
_ < —_
|h(z) — h(y)| < /1(Ao_1) Mx 2@ Jy—2®

i ‘o(dz)

i

— |6 |y — 2|0
S26+1/ Hx 2125 |y z2|6|0'(d2)
yiao_y |z —2*ly — 2|
v;

i

On déduit du lemme IV.8 'existence de €y > 0 tel que

96+1
o)~ < g [l sl ly 2P o).
0 Yi —1
Vi

25+1
Si 6 <1, on a alors |h(z) — h(y)| < —5 |z — y|® et si § > 1 on obtient
€0

46
|h(z) — h(y)| < %lx — y|. Ceci montre que m(h) est fini. Par ailleurs, pour
€o
tout z € A° on a |h(z)| < % et donc h € Lg,.
€

La deuxiéme assertion de la proposition découle de ’encadrement
€2® < |z_ —x|? < 49. O

Ce lemme va nous permettre de contréler les poids pyn.
ProposITION VII.3. — Pour tout b™ € B*, la fonction py» appar-
tient & Ly,. De plus, la série Y |pyn|| est convergente.
brEB*
COROLLAIRE VII.4 (Hypotheése H1). — L’opérateur P opére conti-

niment sur (Lg,, ||.||) et P1pyo = 1po.

Démonstration de la proposition VII.3. — Les lemmes P, L et VII.2
entrainent ’existence d’une constante K > 1 telle que
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1) Vo € A° %gh(x)gK,

2) Vb" € B* Wy € AL |(6") (Ty)| < %

Fixons i > 1 et b" € B* tels que b"Vw(v;) € Qp+; si z € A, on a
[(b™) ()| = |(b™)'(T'y)| avec y = b™x si bien qu’en combinant les inégalités
2+6

|Psn | oo est fini et que

1) et 2) on obtient |ppn |00 <

la série Y |ppn|oo €st convergente puisque § > 1/2. Par ailleurs, pour
breB*
tous z,y € AJ,, on a

_ 1) =BG e
(@) ~ 2o ()] < 6 (2

1 n n by n) N
+5 — g PEVIEY @F + SN @F - 7Y W)

Les points b™(z) et b"(y) appartenant & un méme ensemble Agj on a

b () — b"(y)|%

[pon () — pon (y)| < m(h)—W‘|(b")/(x)|6
+£—)%|x YRR @) + ” y) M) ey (@)l® - 167y @)1

On a [b"(z) — b"(y)| = \/l(b")’(w)||(b")’(y)l|:c - y| et d’aprés les lemmes P
et L il existe K > 0 tel que ||(6")'(z)]® — |(™)'(v)|°| < 5
montre ainsi I'existence de deux constantes strictement positives A et

|z —y|%; on

m(h) + B
B telles que |ppn(z) — pon (¥)] < ——22%0+—-|a:— y|% ce qui montre que
m(ppn) est finie et que la série Y. m(ppn) est convergente. O
breB*

VILb. Hypothése H2.

L’étude du spectre de P sur (Lg,,||.||) repose sur le théoréme de
Tonescu-Tulcea et Marinescu dont nous donnons ici un énoncé di & H. Hen-
nion [11].

THEOREME (IONESCU-TULCEA et MARINESCU). — Soient (E,||.| g)
un espace de Banach sur C et Q) un opérateur linéaire continu sur (E, ||.||g)
de rayon spectral égal & 1. On suppose qu’il existe sur E' une norme |.| telle
que
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i) opérateur @ soit compact de (E, ||.||g) dans (E,|.|),

ii) il existe 0 < r < 1 et R > 0 tels que Q satisfasse I'inégalité de
Doeblin-Fortet DF (r) suivante :

Vo e E |Qelle < rllolle + Rleol

Sous ces hypothéses, () admet un nombre fini de valeurs propres de module
1, les espaces caractéristiques correspondants sont égaux aux espaces
propres et sont de dimension finie. De plus, le reste du spectre de @ sur
(E,||I-llg) est inclus dans un disque de rayon strictement inférieur & 1.

Montrons que 'opérateur P satisfait les hypothéses de ce théoreme
sur (Lg,, ||.]|)- Puisque P opére contintiment sur (Lk,, ||.||) et que 'injection
canonique de (Lg,, ||-||) dans (Lk,,]|-lco) est compacte, opérateur P est
compact de (Ly,, ||.||} dans (Lk,, |.|c0). Rappelons que pour toute fonction
¢ € L, on a |Pp|les < |p|oo- Par conséquent, si P satisfait 1'inégalité
de Doeblin-Fortet DF(r) ses puissances sont bornées sur (Ly,, ||.|) et son
rayon spectral p(P) sur cet espace est inférieur ou égal & 1; de 1’égalité
Pljo = 1,0, on déduit que p(P) = 1. Il nous reste donc & montrer le

LEMME VIL.5. — Ilexiste 0 <r <1, R>0 et N € N* tels que
Vo € Lk, IPYoll < rlill + Rlgloo-

Démonstration. — Comme T est dilatante sur A? il existe 8 >
1 e¢ N € N* tels que pour tout € A° on ait |[(TV)(z)] > B.
Fixons i > 1 et considérons des éléments b]?,---,by" de B* tels que
la suite b7?,---,b3" Vw(y;) appartienne & Qp«; pour tous z,y € A?Yi on
a TVNOM - b3¥z) = z et TVNO - 03Vy) = y dou [p7* -+ bz —

byt - VY| < B|x — y| (x). Notons alors pyn:_,ny la fonction définie par
Vo €AY, pyps.gn (2) = Dy (5 - RN @)y (B3 -~ B 2) -y ().

Pour toute fonction ¢ € Ly, on a

Vz € A, PNop(z) = > QT - b B)pymr v (@)

m1 ... "N cp*
. by ," ’bN €eB
b1t b N V() €Qpx

En particulier > Py pon () = 1 car PN1 = 1. Ainsi,
71 ... p"N cp* 1 N
1" N
bl‘l .---,b’;,N Vw(v;)ERg
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pour tous z,y € AS,, on obtient
[P p(z) — PN o(y)|

= Z Ppr gty (@) (b7 - - - BN ) — (b - - BN y)|
b;zlr"'xb;t,NEB‘
7L, N Vu(r;) €
+ [loo Z Ipb’f‘»-b;‘vN (z) - Py N ()|

m1 . "N *
l':1 ,n ’bN enB
Lo bV vy egs

< m(p) S pyay @B = bRy

n1 .. "N *
by " b N eB
1 b N Vw(r) epw

+ eloo Z Ipbflmb;:,” (z) - Pypr. piN ®)!-

n1 .. p™N *
b, ‘bN €B

b

ny nN )
b7, b3V V(v eapx

En utilisant 1'inégalité (%) on obtient

1
> Py (D)3 =BT BNy < oy,

n1 ... "N *
bt ’bN €enB

Tl b3 Vo) eags

b

Par ailleurs, d’apres les lemmes P et L, il existe une constante C > 0 telle
que pour tout ¢ > 1, pour tout b € B* vérifiant b"Vw(y;) € Qs+ et tous
z,y € A, on ait [b"z — b"y|% < C|z — y|%; par conséquent

Z |pbv;1...b';,zv () — Ppri N ()l

n1 ... p"N *
bl s ,bN €B

n n
b1t b N V(v eaps

IA

Z ZMnl .,_b"N T:L’y)

m1 ... p"N *
bl , ,bN €B

n n
b1t ,~-,bNN Vw(vi)ERgx

avec
Mb"I ’,..’b"N (Ta z, y)

= pyragrror (087 - O 2)|popr (b7 - - DR @) — popr (B3 -+ DAY W)
X pbjﬁl...b;yv (y)
< Dyr e (07 - BN @)Dyt () )ON Tl — .

En prenant C' > 1 on obtient donc

PN CN+1
m(PTp) < zem(e) + 51 > s llleloo-
breB*

= ﬂéo



GROUPES DU PING-PONG 791

L’inégalité DF'(r) du lemme VIL5 est donc bien satisfaite avec r = % et
cN+1
R = n ].-
e 3 el + 0
b‘neBm

Ainsi, d’apres le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, ’opérateur
P sur (Lg,, ||.]|) & un nombre fini de valeurs propres de module 1, les sous-
espaces propres associés sont de dimension finie et le reste du spectre est
inclus dans un disque de rayon strictement inférieur a 1.

LEMME VIL.6. — Soient ¢ € Ly, et 6 € R tels que Py = €% .
Si AU Py > 5, alors € = 1 et ¢ est constante sur A°.

SifAUPy =4 (ie si A= {a_1,a1,0_2,a2} et Py = 0), alors deux
cas se présentent :

1) € =1 et ¢ est constante sur A°,
2) ¢ = —1etp =C(lyo—1p9) ot C € C,A) = J A%y et

nez* !
nez*

Démonstration. — Voir fin du paragraphe.

On déduit de ce lemme que si $.4 U Py > 5, il existe sur (L, ||.||) un
opérateur @ de rayon spectral strictement inférieur a 1 tel que P = E; +Q
avec E1Q = QE1 = 0 ou E; désigne le projecteur (de rang 1) associé a la
valeur propre 1. L’égalité vP = v impose alors E;(p) = v(p)1a0 pour tout
¢ € Ly,; en particulier (P"¢)n>1 converge dans (Ly,, ||.||) vers v(y) ce qui
entraine que v est I'unique mesure de probabilité P-invariante.

Si AU Py = 4, on note L, (resp. Lo) l’espace des restrictions & A9
(resp. A9) des fonctions de Ly,. Dans ce cas, 'opérateur P? opére sur L;
et se décompose en P|2L1 =v; + Q) ol v est la restriction de v & A et Qy
un opérateur de rayon spectral sur (Lq, ||.||) strictement inférieur & 1. De

méme, P? opere sur L et admet la méme décomposition spectrale. Nous
avons donc le

CoROLLAIRE VII.7 (Hypothése H2). — Sif§AUPy > 5, 'opérateur
P vérifie ’hypothése H2 sur Ly,.

Si $AUP, = 4, 'opérateur P? opére sur L, et L et vérifie ’hypothése
H2 sur chacun de ces espaces.

I1 nous reste & démontrer le lemme VII.6.
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Démonstration du lemme VIL6. — Cas ou §A U Py > 5. Soient
¢ € Ly, et 0 € R tels que Py = e%p. Les égalités Pp = e?p et vP = v
entrainent P|p|(z) = |p(x)| v(dz)p.s; les fonctions ¢ et Py appartenant &
Ly, et le support de v étant égal & A, cette égalité est en fait vérifiée pour
tous les points = de A°.

Posons [ = in/{0 |o(x)|; comme ¢ est continue sur A%, il existe i > 1
z€

et une suite convergente (y;);>1 de AJ, telle que lli—IEl le(y)] = I. Pour
—T 00

tout / > 1, 0n a

() lew)l =Plelw) = > pon(w)lo(®"w)l-
R ST

Soit b™ € B* tel que b"Vw(y;) € Qp«. La suite (b™y;);>1 appartient &
un ensemble Ags et la fonction ppyn est continue sur cet ensemble; par
conséquent, la suite (pyn(y1))i>1 converge et, de par I'expression de pyn
et les propriétés de h, sa limite Py~ est strictement positive. De méme, la
suite (@(b™y;));>1 converge et 'on note P~ sa limite. Faisons tendre [ vers
+o00 dans l’égalité (x); la série ) ||ppn|| étant convergente, on obtient

b

neBx
I= E Dy Py -
b eB* .
b Vw(v;)EQRx
Comme > Dyn = 1 et Ppn > I, on obtient par un argument
b eB*
bV w(v;)ENR

de convexité Py = I pour tout b" € B* tel que d"Vw(y;) € Qg-.
Considérons alors un élément v de I' tel que w(y)Vw(y;) € Qg+ et posons
w(y) = (b?j)lgjgs; en appliquant le raisonnement précédent aux suites
(B57 90121, (027 b3 y)iz1, -+~ et (Yu)iz1 on obtient lim lo(yy)| = I.

Notons maintenant S = sup |¢(z)| et considérons une suite (2;);>1
z€A°

de A?Yj o1 j > 1 est fixé, telle que l li+m |@(z1)] = S. En utilisant les mémes
—+00

arguments que précédemment, on montre que pour tout v € I' tel que

w()Vw(y;) € Qg+, on a lim o(yz)| = 5.

Nous allons maintenant montrer que |¢| est de module constant sur
A% pour cela, utilisons la propriété suivante dont la démonstration est
donnée en fin de paragraphe.

PROPRIETE DE PROXIMALITE. — Pour tous i,j > 1, il existe deux
suites (gip)p>1 €t (gjp)p>1 de I telles que pour tout p > 1 on ait
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1) wko(gip) = wko(9jp) €t |w(gip)| = |w(gjp)| ne dépend pas de p.
ii) w(gip)Vw(yi) et w(gjp)Vw(vy;) appartiennent & Qp-.

iil) Il existe K > 0 tel que Vx € Af)w‘v’y € A?,j |9ip (%) — 95p(¥)| <

el X

On déduit des propriétés i) et ii) que pour tout p > 1 les ensembles
9ip(AS,) et g;jp(AS,) sont inclus dans un méme ensemble A, ou I = I(p).
On obtient alors

m
lle(gipyi)| = Lo (g2l < m(@)lgin(w) — gip(21)|* < K%;

par ailleurs, d’aprés ii) et iii) on a lim |o(gipyi)| =1, lm |p(gjp21)| =S
l—400 l—+00

et |gip(y1) — gjp(21)| < En faisant tendre ! puis p vers +oo dans
I’inégalité

[T =S| < I = |e(gipy)ll + 1S — le(gzpz)ll + l(gipyi)| — le(gip20)ll,
on obtient I = S, ce qui prouve que || est constante sur A°.

p26o

Montrons & présent que ¢ est constante sur A°. En supposant ¢ # 0,
Iégalité Py = e nous donne
; bz
Vo € A?Yi el = Z ppr (T) p(b"z)

oyt p(z)
BNV w(y;)ERp

Comme | (’0

| =1et > pen(z) = 1, on obtient par un argu-
AP

ment de convexité ¢(b"z) = e?®p(x) pour tout b” € B* tel que b"Vw(y;) €
Qp+; en réitérant cet argument, on montre que pour tout v € I" tel que
w(7)Vw(v:) € s+ et [w(7)| = 5 on a p(z) = ¢ (yz).

Soient alors deux points z et y de A°. Il existe i et j tels que
z € A, et y € A; considérons les suites (gip)p>1 et (gjp)p>1 données
par la proprlete de proximalité. On a d'une part ¢(gipz) = €**%p(z)
et p(gjpy) = €%p(y) avec s = |w(gip)] = |w(gjp)| et d’autre part
le(gipT) — @(9ipy)| < m(9)|gip(z) — gjp(y)]- En faisant tendre p vers +oo,
on montre alors que ¢ est constante sur A°.

Considérons & présent le cas oit A= {of',af?’} et P=0. On a
alors w4« () = wp~ (). Considérons les ensembles A et A introduits dans
le lemme VIL.6; on a P(10) = 149 et P(149) = 10. De plus, si ¢ € Ly, et
si ¢ est sa restriction & A7, on a

Ve e A} P2oi(z) = Y pap()pap(afz)p(al 0fa).
n,meL*
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Soit ¢ € L, telle que Py = €?¢; on a donc P?p; = e%%¢,. En appliquant
le raisonnement précédent & la fonction ¢; et en remplacant la suite (g;p)p>1
par (gp)p>1 avec g, = of (a3f)* a3, on obtient 1 = C1159 ot C; est une

constante. De méme, si ¢, désigne la restriction de ¢ a A2, on obtient

o = Csl AY ot Cy est une constante. L’égalité Py = e*®p impose alors
C]2026t6i0=10u01=—Cget6w=—-1. O
Démonstration de la propriété de proximalité. — Notons respecti-

vement a; et a; le premier terme du .A-développement de v; et ;. Si
a; € {aj-:l} ou si 4 > 5, il existe a € A — {afl,a;ﬁl et on pose
gip = gjp = aP(a?a?)*°. Les propriétés i) et ii) résultent de la construc-
tion du B*-développement de g;p, quant & la propriété iii) elle provient des
lemmes L et P.

Sinon A = {aﬂ, ai} et comme ﬁ.AU’Po > 5, il existe 7 € Po Posons
T=aq1 Q) avec ag € .A et a; # a Qultte a changer m en 77, on peut
supposer que a; € {af'} et oy € {ail} On pose alors g, = 7P (aZa2)kot+!
et gjp = mP(a2a? )’“°7ra pour les mémes raisons que precedemment les
propriétés i), ii) et iii) sont vérifiées. O

VIl.c. Hypothése H3.

NOTATION. — Soit b™ € B*; on note fy~ la restriction de f o b™ a
Pensemble T(AY,).

Pour tout A € R, 'opérateur Py est défini par Vo € A® Pyp(z) =

3 pon (2)eM "2 p(bx) pour toute fonction ¢ borélienne bornée de A°
brEB*
dans C. L’étude de Py nécessite un controle trés précis des fonctions fyn.

Nous avons le

LEMME VII.8. — 1II existe K > 0 tel que pour tout b"™ € B* on ait
m(fyn) < K avec de plus

|forloo < K Logn  lorsque b est parabolique,

|fonloo < Kn  lorsque b est loxodromique.

Démonstration. — En utilisant les lemmes P et L, on montre qu’il

existe une constante K > 0 telle que pour tout b"™ € B* les inégalités
suivantes soient vérifiées :
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— si b est parabolique alors sup |f(z)| < K Logn,
zeAY,

— si b est loxodromique alors sup |f(z)] < Kn.
z€AY,
Afin de controler m(fyn), on rappelle que, d’aprés le lemme V.2,
il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ > 1, tout b™ € B* satisfaisant
b"Vw(y;) € Qs+ et pour tous z,y € AE’“, on ait

|for (@) — for (y)| = | f(0"2) — fF(O"y)| < Alz —y|
(Ihypothese kg >Ny est nécessaire ici pour pouvoir appliquer le lemme V.2).

On en déduit m(f;m) < 2A ce qui achéve la démonstration du
lemme. O

Nous avons alors la

ProposiTION VII.9 (Hypotheése H3). — Pour tout A € R, 'opéra-
teur Py opére sur Ly,; de plus, pour A # 0, le rayon spectral sur Ly, de Py
est strictement inférieur a 1.

Démonstration. — Soit A un réel fixé; pour tout b™ € B*, on a
lle? e[| < [Am(fon) + 1
et donc e+ € Ly, d’aprés le lemme VII.8. Comme pour toutes fonctions
1 et @z de Ly, on a [p1p2]| < 1] [lpzll, on obtient

IPxel < D llpenll €2 ] Il
bneB*
Cette derniére série est convergente d’aprés la proposition VIL.3 et le
lemme VIL.8; par conséquent Py opeére sur Ly, .

Pour controéler le spectre de Py, nous allons tout d’abord montrer que
P, vérifie les hypothéses du théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu sur
(Liy, |I-I); pour ce faire, on reprend la démonstration du lemme VIL5 en
remplacant pyr par py.e**e" et 'on montre qu'il existe N € N*, 0 < r < 1
et deux constantes A, B positives telles que, pour tout A € R et toute
fonction ¢ € Ly, on ait I'inégalité DF(r)

12Xl < rllell + (AN + B)|@loo-

En itérant cette inégalité, on voit que les puissances de Py sont bornées
sur Ly, ; ainsi, son rayon spectral p(Py) sur Ly, est inférieur ou égal & 1.
D’apres le théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, si p(Py) = 1 alors Py
posséde nécessairement une valeur propre de module 1, ce qui est absurde
d’apres le lemme suivant.
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LEMME VII.10. — Pour A # 0, 'opérateur Py sur Ly, n’admet pas
de valeur propre de module 1.

Démonstration. — L’égalité Pyp = ey donne en passant aux
modules Plyp| = |p|; la fonction |¢| est donc une fonction propre de P
pour la valeur propre 1 et, comme elle est positive, elle est constante sur
A% d’apres le lemme VIL.8. Supposons que ¢ ne soit pas nulle sur A°; par
convexité, pour tout point z € A° et tout b™ € B* tel que b"Vw(z) € Tp-,
on a

eiew(w) — ez’)\f(b"a:)(p(bnx)

d'ou lim e ("2) = ¢if L)n- avec zp = lim b"z. Comme le
n—+00 hr_‘r—l p(d"x) n—+o00
n—1+00

groupe I' n’est pas purement loxodromique, on peut choisir z € A°
et b € B tels que la transformation b soit parabolique; on a alors
lim f(b"z) =4ocoet lim f(b"*'z)—f(b"z) = 0. Par conséquent, pour
n—-+400 n—+o00
tout réel A > 0 il existe une suite strictement croissante d’entiers (ng) k>1
telle que kliT f@O™+1z) — f(b™zx) = A. On a alors
— 100

lim @™ R)—iIAf R Ha) _ GidA _ g

k—+o00
Le réel A étant quelconque, on obtient finalement A = 0 d’ou une
contradiction. O

VII.d. Hypothéses H4 et H5.

ProprosIiTioN VII.11 (Hypothéeses H4 et H5). — La fonction f
satisfait les propriétés suivantes :

1) sup P(f3)(z) < 4oo0.
z€A°

2) 0 < v(f) < +0.

De plus, la fonction A — Py est de classe C® de R dans I’espace
(L(Lko); lI-ll£(Lr,)) des applications linéaires continues (Ly,, ||.||) muni de
la norme usuelle.

Démonstration. — En utilisant les lemmes P, L et VII.2 on montre
qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout b™ € B* les inégalités
suivantes soient vérifiées :
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K
|Dbm oo < % et sup |f(z)| < K Logn lorsque b est parabolique.
TEA

b

|ppnloo < Kp™ avec 1 < p < 1 et sup |f(z)] < K n lorsque b est
zEAD,
loxodromique.

ogn)

400
Il n
T et Y n'p" sont convergentes

n=1
car § > 1/2; la fonction P(f!) est donc bornée sur A°. Comme vP = v et
Pf est bornée, on a v(f) < +o0; le fait que v(f) > 0 provient du caractere

dilatant de T'.

Pour tout [ > 1, les séries Z = (Logn).

el .
Pour tout t € R, on a Py = (Z @ etrof flSO)- Sup-
=0 U

posons que pour || assez petit, la série Z g—'l P(ef 1Y soit nor-

1=0
malement convergente dans (Lyg,, ||-||); pour toute fonction ¢ € Li, on
N (@) inef g <« 1t Aof
8 [Pase(0) = X PN )| < S0 ELIPE )] o] avee
=0 :
I=N+1
+o00 |t|l '
lim Z Z||P(ePf fH|| = 0. Posons alors Vo € Ly, Sn(Xo,t)(¢) =
N—+o00 I
I=N+1
N(it)l ixof ¢l PSR T ‘2 . 5 ez
> TP(e o f*); V'inégalité précédente prouve que la suite d’opérateurs
=0 :
(Sn(Xo,t))N>1 converge vers P4t dans (L(Lk), [|-ll(zs,))- La fonction
A — Py est donc développable en série entiere au voisinage de A\g et ’on a

d'Py,

VlZ 1, VQDGLkO Wp‘ N
=Xo

(p) =i'P(e™7 f' o).

l .
Il nous suffit donc de montrer que la série Z = (@ l) P(ef f1) est nor-

malement convergente dans (Ly,, ||-||)- D’apres la proposition VIIL.3 et le
lemme VII.8 il existe C' > 0 tel que pour tout b™ € B* et tout entier [ > 1
on ait :

) Lo
Ipme™n ] < (1A + 1) LB

lorsque b est parabolique.
lpenerom £ < C(IA| + 1)n’p" avec 0 < p < 1 lorsque b est
loxodromique.

+oo +oo ¢! (Logn) &2 pltl
Notons que la somme 1t (—T—L—g%—) = n_% est finie si [t| <

n=1
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400 +00 Itll “+o00
26 — 1; de méme, la somme Y. 3 “nlp" = Ze"'tlp" est finie si
i=0n=1 U! =

1 too [t ;
el < o Par conséquent, pour |t| assez petit, la série ) %]]P(e“\“ffl)ll
1=0 &

converge. O
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